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Option Mathematiques

Epreuve 2010
Corrigé

Partie I. Des arcs d’hyperboles

1. Variations de la fonction f_

Onaun cas trés simple : si m=0, f; est la fonction nulle sur I'intervalle [0;1] et g, est

la fonction prenant la valeur 1 sur I"intervalle ]0;1]. Les fonctions f; et g, sont
constantes.

Supposons désormais que le réel m est non nul. Il est ainsi strictement positif.

La fonction f_ est la composée de trois fonctions :
e Lafonction x+> 1—x qui est une fonction affine strictement décroissante sur R
(le coefficient de « x » est strictement négatif) et donc sur [0;1] .
Ona: 0<x<le -1<—x<0«< 0<1-x<1. Cette fonction prend donc ses
valeurs dans I’intervalle ]0;1].

e Lafonction inverse qui est strictement décroissante sur R’, et donc sur ]0;1].

1 . .
Ona: 0<x<1l<1<—. Cette fonction prend donc ses valeurs dans I’intervalle
X

[l; +oo[.
e Lafonction x+> mx qui est une fonction linéaire strictement croissante sur R et
donc sur I"intervalle [1; +oo[ puisque le coefficient de « x » est strictement positif.

Comme composeée d’une fonction strictement croissante et de deux fonctions strictement
décroissantes, la fonction f est strictement croissante sur I’intervalle [0;1] .

. : . m
La fonction g,, est la somme de la fonction constante x 1 et de la fonction x+-> ——.
X

Son sens de variation est donc celui de cette deuxieme fonction.
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. m , .
La fonction x — —— est la composée de deux fonctions :
X

e Lafonction inverse qui est strictement décroissante sur R, et donc sur ]0;1].

1 . .
Ona: 0<x<l«<1<=. Cette fonction prend donc ses valeurs dans I’intervalle
X

[1 T+ oo[ .

e Lafonction x+— —mx qui est une fonction linéaire strictement décroissante sur R
et donc sur I’intervalle [1; +oo[ puisque le coefficient de « x » est strictement
négatif.

Comme composée de deux fonctions strictement décroissantes, la fonction g, est
strictement croissante sur I’intervalle ]0;1].

Finalement :

Si m=0, les fonctions f, et g, sont constantes.
Si m=0, les fonctions f_ et g, sont strictement croissantes.

2. Résolution de I"équation f, (x)=1.

On a vu précédemment que pour m =0, la fonction f, était constante et prenait pour
valeur 0. Dans ce cas, I’équation f;(x)=1 n’admet pas de solution.

Supposons désormais que le réel m est non nul. Il vient :

fm(x)=1<:>1i=1<:>m=1—x<:>x=1—m
—X

Or,ona: 0<m<l<-1<-m<0«< 0<1-m<1. Lavaleur de x obtenue appartient bien
a I’intervalle de définition de la fonction f_ : on a bien affaire a une solution de

I’équation.

En définitive :

Si m=0, I"équation f_(x)=1 n’admet pas de solution.
Si m=0, I’équation f, (x)=1 admet une solution : x=1-m.

Résolution de I"équation g, (x)=0.

On a vu préecedemment que pour m =0, la fonction g, était constante et prenait pour
valeur 1. Dans ce cas, Iéquation g, (x)=1 n’admet pas de solution.
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Supposons désormais que le réel m est non nul. Il vient :
m m

U, (X)=0=1-—=0—=1cx=m
X X

Or,ona: 0<m<1. Lavaleur de x obtenue appartient bien a I’intervalle de définition de
la fonction f_ : on a bien affaire a une solution de I’équation.

En définitive :

Si m=0, I"équation g, (x) =0 n’admet pas de solution.
Si m=0, I’équation g, (x)=0 admet une solution : x=m.

Résolution de Iéquation f_(x)=g, (X).

En guise de préambule, notons que les fonctions f_ et g, sont simultanément définies
sur I"intervalle ]0;1] . On cherche donc des solutions éventuelles dans cet intervalle.

Si m=0, les fonctions f, et g, sont constantes et prennent respectivement pour valeurs 0
et 1. L’équation f;(x)=g,(x) n’admet donc pas de solution.

Supposons désormais que le réel m est non nul.
Il vient :

- M _m
1-x X
< mx=x(1-x)-m(1-x)
<k =X— X2 —m+ sk

SxE-x+m=0

Nous obtenons une équation du second degré dont le discriminant A vaut: A=1-4m.

Il en résulte la discussion suivante :

e Si me}o;ﬂ,ona: A>0.Dans R, I’équation x*—x+m =0 admet deux

1-v1-4m ot _1+41-4m
2 2 '

solutions : X, = 5

Appartiennent-elles & I’intervalle ]0;1] ?

Ona: 0<m<%<:>0<1—4m<1<:>0<\/1—4m <1.
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On en déduit alors : 0 <

1 1+v1-4m

Et: ~<—————<1.Donc: x,€]0;1].
2 2

1-yl-4m 12—4m<% Donc x, €]0;1[.

Les deux solutions obtenues appartiennent bien a I’intervalle ]0;1] .
A R o, 1 . 1Y e
o Si m:Z, I’équation se récrit : x —X+Z:O. Soit : x—E =0. L’équation
admet pour unique solution % qui appartient bien a I’intervalle ]O;J{.

e Sim e}%lli ona: A<O0 etléquation f (x)=g, (x) n"admet pas de solution.

En définitive :

. . . , . 1
L’équation f (x) =0, (x) admet des solutions pour tout réel m de I’intervalle }0 ; Z]

Remarque : on observera que pour toute solution « , lorsqu’il en existe, de I’équation
f.(x)=0,(x),ona: f (a)=9,(a)=c.

4. Pour des soucis de lisibilité, nous fournissons ci-dessous une représentation graphique
pour chacune des valeurs de m retenues.

Le cas m=0, on obtient immédiatement la figure suivante :

g =1

f,() =0
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Remarque : les courbes sont ici deux segments dont il manque une extrémité. Les deux
points manquant sont matérialisés par de petits cercles.

Nous avons vu que a la question précédente que I’équation f_(x)=g,,(x) admettait deux

. . . 1
solutions distinctes pour toute valeur de m dans I’intervalle }0 ; Z{.

En choisissant mzé, ona fl(x)zli et gl(x)zl—gi. Obtient alors :
S s X

8

81-x

8

Lecas m= " correspond a celui ou I’équation f_ (x)=g,, (x) admet une unique solution.

Graphiquement parlant, les deux branches d’hyperbole sont tangentes.

Avec fl(x)ziﬁ et g

L (x) =1—4i, on obtient la figure en haut de la page suivante.
= X
4 4

PanaMaths [5-23] Juin 2011



_r
4(1-%)

f,00 =
3

Enfin, pour toute valeur de m strictement supérieure a 7 on a vu a la question précédente
que I"équation f, (x)= g, (x) n’admettait pas de solution.

En choisissant mzl, ona f, (x)=li et g, (x)=1—i. Obtient alors :
2 2 21-xX 2 2X

_ 1
f00=50%
2

L
9,00 =1- 5
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Remarque : on ne peut s’empécher d’achever cette partie du corrigé sans attirer I’attention du
(de la) lecteur (lectrice) sur la symétrie des courbes représentatives des fonctions f et g,,.
En effet, il semble déja que ces courbes soient, pour toute valeur de m (y compris 0),

. . , 11
symeétriques par rapport au point de coordonnées E; 5 )

En effet, considérons deux réels x et x' tels que x appartienne a I’intervalle [0 ; 1[ et vérifiant

X+ X'
2

1 . . s s
=5 (on remarque, et c’est essentiel, que x' appartient alors a I’intervalle ]0;1]). On

1-x x'

1-x X

2 2

fm(x)+gm(x')_l[ m mj:£+m( 1 1j=£+mx+x'—1
2 2 2 2(1-x)x'

Or, x+x"'=1. On a donc finalement :

fo(X)+a(x) _1

2 2

On en déduit immédiatement que les courbes représentatives des fonctions f,, et g,,

- . ) 11
admettent pour centre de symétrie le point de coordonnées (E; Ej :

Partie 1. Des lignes de niveaux

1. On a facilement pour les quatre rectangles :

ARy =xy, A(R,)=(1-x)y, A(R;)=(1-x)(1-y) et A(R,)=x(1-Y)

2. Pour tous réels x et y compris (au sens large) entre 0 et 1, les réels 1—x et 1—y sont

également compris entre 0 et 1. Il en va alors de méme des quatre produits correspondant
aux aires des rectangles R1, R, R3 et R4. D’un point de vue graphique, les quatre
rectangles considérés sont inclus dans le carré OIDJ d’aire égal a 1. Ainsi, les quatre aires
correspondantes, et donc la plus grande d’entre elles, sont inférieures a 1.

Pour établir I’autre inégalité, nous raisonnons par I’absurde en supposant que /l(x, y) est
strictement plus petite que % : /I(x, y) <%.
Les quatre aires .4 (R,), .4(R,), .4(R;) et .4(R,) étant inférieures ou égales a

A(x,y),onauraitalors : 4(R,)+.4(R,)+.4(R;)+A(R,)< 4x%=l. Ce résultat est

en contradiction avec : A4 (R,)+.A4(R,)+.4(R,)+.4(R,)=1.
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Onadonc: %S/I(x, y).

En définitive :

%S/I(x, y)<1

3. Pour obtenir .4(y, x), il convient de s’intéresser au point P(y, X).

Notons alors : .4 (R,)(y, x), A(R,)(Y.Xx), A(R;)(y,x) et A(R,)(y,x) les aires des

rectangles R1, R,, R3 et R4 associés au point P. Pour obtenir les expressions de ces aires
par rapport a celles obtenues a la question 1, il suffit de permuter les lettres « X » et « y ».

On obtient ainsi :
A(Ry)(y, x) = yx=A(Ry)(x )
A(R,)(Y: x)=(1=y)x=A(R,)(x. y)
A(R)(y, x) = (1-y)(1-x) = A(R3)(x. ¥)
AR)(Y: x)=Y(1=x)=A(R,)(x. y)

Ainsi, on retrouve, a I’ordre pres, les quatre aires des rectangles associés au point M.

On en conclut immédiatement :

Ay, x)=A(x,y)

Remarque : on peut adopter une approche plus géométrique en notant que, le repére
considéré étant orthonormal, le point P(y, x) est simplement I’image du point M(x, y)

par la symétrie axiale d’axe la droite d’équation y = x (1°® bissectrice) qui n’est rien
d’autre que la droite (OD). Une telle symétrie conservant les aires, on en déduit

immédiatement que les aires des quatre rectangles associés au point P(y, x) seront égales

aux aires des quatre rectangles associés au point M(x, y). Dans les deux cas, on
obtiendra donc la méme aire maximale.

4. Dans I'intervalle [0;1], on a immédiatement : t>1—t < 2t21<:>t2%.

On va ainsi distinguer quatre cas suivant que x ou y est inférieur ou supérieur a E .
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1% cas : xs1 et ysl
2 2

Danscecas,ona: x<l-xet y<l-y.
Les quantités considérées étant positives, on a :

x<l-x=xy <(1-x)y
x<1l-x=x(1-y)<(1-x)(1-y)

y<l-y=xy<x(l-y)
y<l-y=(1-x)y<(1-x)(1-y)

Dol : xy <(1-x)y<(
Soit: A4(R,)<A(R,)

Onenconclut: .4(x,y)=.A4

1-x)(1-y) et xy<x(1-y)<
<A(R;) et A(R,)<A(R,)<A(R,).
(R

2)=(1=x)(1-y).

DO Cas - X< et y>=
2 2

Danscecas,ona: x<l-xetl-y<y.
On a cette fois :

x<l-x=xy<(1-x)y
x<l-x=x(1-y)<(1-x)(1-vy)

1-y<y=x(1-y)<xy
1-y<y=(1-x)(1-y)<(1-x)y

D’ou: x(1-y)<xy<(1-x)y et x(1-y)<(1-x)(1-y)<(1-x)y.
Soit: 4(R,)<A(R,)<A(R,) et A(R,)<A(R,)<A(R,).
Onenconclut: .4(x, y)=.4(R,)=(1-x)y.

3éme

cas : le et y<—
2 2

Danscecas,ona:l-x<xet y<l-y.
On a cette fois :

1-x<x=(1-x)y<xy
1-x<x=(1-x)(1-y)<x(1-vy)

y<l-y=xy<x(l-vy)
y<l-y=(1-x)y<(1-x)(1-y)

Dol (1-x)y<xy<x(l-y) et (1-x)y<(1-x)(1-y)<x(1-y).
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Soit: 4(R,)<A(R,)<A(R,) et A(R,)<.A(R;)<A(R,).
Onenconclut: .4(x, y)=.4(R,)=x(1-y).

4éme

1
cas: x>= et y>=
2 2

Danscecas,ona:l1-x<xetl-y<y.
Les quantités considérées étant positives, on a :

1-x<x=(1-x)y<xy
1-x<x=(1-x)(1-y)<x(1-vy)

1-y<y=x(1-y)<xy
1-y<y=(1-x)(1-y)<(1-x)y

Dot : (1-x)(1-y)<x(1-y)<xy et (1-x)(1-y)<(1-x)y<xy.
Soit: A(R;)<A(R,)<.A4(R,) et A(R,)<A(R,)<A(R,))
Onen conclut: .4(x,y)=.4(R,)=xy.
On a finalement :
. 1 1
Si: XSE etysz alors: A(x,y)=A(Ry)=(1-x)(1-y).
Si: XS% etyzéalors:,4(x,y)=,4(R2)=(1—x)y.
Si:xz% etys%alors:A(x,y)zA(R4)=x(1—y).
Si x2% etyzéalors:/l(x, y)=A(R,)=xy.
1 11 1
Remarque : pour X = y=>. onaA(E Ej:A(Rl)ZA(RZ):A(RS)ZA(R“):Z'

5 Ona: meB;l} et A(x,y)=
5.1. En utilisant les résultats de la question précédente, il vient :

Si: xsl et ys1 alors :
2 2

A(X, y)=m<:>(1—x)(1—y)=m<:>y=1—1i<:> y=0,1-x)=1-f (X)

Si: xsl et yz1 alors :
2 2

A(x,y)=me(1-x)y= may—%ay—f (x)=1-g,(1-x)
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Si: le et ys1 alors :
2 2

A(X, y)=m<:>x(1—y)=m<:>1—y=%c>yzl—%a y=0,(x)=1-f (1-x)
1
= alors :
2

Six>=ety>

N |-

A(xy)=mexy=mey="tey =1, (1-x)=1-g, (x)

En définitive, la ligne de niveau L est définie par :

Si: xs% et ys% alors: y=g,(1-x)=1-f (x)
Si: xs% et yz% alors: y=f (x)=1-g,(1-x)

Si: xz% et ys% alors: y=g,(x)=1-f (1-x)

Si xz% et yz% alors: y=f (1-x)=1-g,(x)

. . A . , 11 .
5.2. La ligne de niveau L, est réduite au point de coordonnees (E ; E) puisque I’'on a :
2

1 1
A (X, y)=z<:>x=y=5.

Pour les lignes de niveau L, et L,, on peut s’aider du travail effectué a la question 4
2 1
de la premiére partie.
On peut également procéder comme suit :
1 1 m
e Pour x<—ety>=,ona:y=f (x)=—.
2 y 2 y= (%) 1-

. . 1. . m .
Comme on doit avoir y 25, il vient T >—,soit x>1-2m. La plus petite
—X
valeur de x sera donc la plus grande des deux valeurs : 0 et 1—2m. Elle est

notée : max(0;1-2m).

N[ X

. . S m . ,
Comme on doit avoir y <1, il vient l—sl, soit x <1—m (cette valeur étant
- X
supérieure & max (0;1-2m)).

En définitive, ona: x e[ max(0;1-2m);1-m].

1 3 . . .
Pour m= > et m= 7 X variera donc respectivement dans les intervalles :

2% [0

On obtient ainsi une premiére branche de L.
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e Pour xs% et ys%, ona:y=1-f (x).
On va alors obtenir une deuxieme branche de L, en effectuant une symétrie
par rapport a la droite d’équation y =% .

e Enfin, on obtiendra les deux autre branches grace a la symétrie centrale de

centre le point de coordonnées (% ; %)

Graphiquement, on obtient :

1.2

114

03 0.2 01

-0.14

-0.2 4
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Partie I11. Etude d’un ensemble de fonctions affines par morceaux

1. Soulignons, en guise de préambule, que les éventuelles solutions de I’équation K (t,x)=0
sont des couples.

1% cas : supposons x <t
Onaalors: K(t,x)=0« x(1-t)=0.
Pour x =0, comme on veut x <t, toutes les valeurs de t dans I’intervalle [0 ;1] sont

possibles.

Pour 1-t =0, c'est-a-dire t =1, comme on veut x <t, toutes les valeurs de x dans
I"intervalle [0;1] sont possibles.

2°™M cas : supposons X >t

Onaalors K(t,x)=0<t(1-x)=0.

Pour t =0, comme on veut x >t , toutes les valeurs de x dans I’intervalle ]O : 1] sont

possibles.
Pour 1-x=0, c'est-a-dire x=1, comme on veut x >t , toutes les valeurs de t dans

I"intervalle [0;1] sont possibles.

En résumé, ona K (t,x)=0 si et seulement si I’une des deux variables est égale 8 0 ou 1:

K(t,x)=0<xe{0;1}oute{0;1}

Dans le plan rapporté a un repére orthonormal, on obtient un carré.

2. Soit te[0;1].

2.1. Pour t fixé, la fonction k, est, d’apres I’expression de K, une fonction affine par
morceaux de la variable x :

y (1-t)x six<t
X
' —tx+t Six>t

e Sur I’intervalle [O ; t] , son coefficient vaut 1-t >0 et elle y est donc croissante.
e Sur I’intervalle ]t ;1] , son coefficient vaut —t <0 et elle y est donc décroissante.

On a par ailleurs k (0)=K(0,t)=0, k (t)=K(t,t)=t(1-t) et k,(1)=K(1,t)=0.
Enfin, ona: limk, (x)= Ixim[t(l—x)] =t(1-t) =k (t). La fonction k, est continue

x>t x>t

sur I’intervalle [0;1].
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En définitive :

Pour t fixé dans t €[0;1], la fonction k, est continue sur [0;1]. De plus, elle est :
e croissante sur I'intervalle [0;t] de 0 a k, (t)=t(1-t).
o décroissante sur I’intervalle [t;1] de k (t)=t(1-t) a0.

2.2. D’aprés I"étude précédente, la fonction k, admet un maximum sur I’intervalle [0;1]
en t et la valeur maximale correspondante vaut k, (t)=t(1-t).

La fonction k, admet un maximum sur I’intervalle [0;1] en x=t.

3. Dr’apres la question 2, on peut écrire, pour t quelconque fixé dans [0 X 1] :

vxe[0;1], k (x)=K(t,x)<K(t,t)=k (t)=t(1-t)

On montre facilement que la fonction t — t(1—t) admet un maximum sur R et donc sur

[0;1] en t, :l. Ce maximum vaut : k, (ijzl(l—ljzl.
2 N2) 20 2) 4
En définitive, on a:

vte[0;1], vxe[0:1], K (t,%) < KG,EJZ

Le couple (t,,x,) cherché est donc le couple 6%]

vte[0;1], vxe[0;1], K(t,x)< K(to,xo)zK(%,%j:%

Partie IV. Un noyau pour transformer des fonctions

1. En utilisant la relation de Chasles, on a, pour tout réel t de I’intervalle [0 ; 1] :

K(t,x)dx:jK(t,x)dx+jK(t,x)dx

0

O ey
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En tenant compte de la définition de la fonction K (cf. Partie 111), on obtient :

K (t,x)dx=

O ey

K(t,x)dx+Jl.K(t,x)dx

O ey O ey

(1—t)xdx+Jl‘t(1— x) dx

Le résultat est ainsi établi.

Vte[O;l],jK(t,x)dx=j(1—t)xdx+jt(1—x)dx

0

Ona: h(t)=iK(t,x)dx=jk1(x)dx.

Or, pour t fixé dans I"intervalle [0;1], la fonction k, est une fonction affine par

morceaux :
e De coefficient 1-t >0 et d’ordonnée a I’origine nulle sur I’intervalle [O X t] .

e De coefficient —t <0 et d’ordonnée a Iorigine t sur I’intervalle ]t ;1].

La fonction k, est continue sur I’intervalle [O ; t] en tant que fonction affine (elle est
méme linéaire). Elle est également continue sur I"intervalle ]t ;1] pour la méme raison.
Par ailleurs, ona: limk, (x)=lim[t(1-x)]=t(1-t) et k (t)=t(1—t). On déduit de ce

X—t
x>t x>t

qui précéde que la fonction k, est continue sur I’intervalle [0;1].

Onak, (0)=0 et k, croissante sur Iintervalle [0;t].

Par ailleurs k, décroit sur I’intervalle ]t ;1] et k, (1)=0.

On déduit de ce qui précede que la fonction k, prend des valeurs positives sur I’intervalle
[0;1]. On peut donc interpréter h(t) comme I’aire du domaine sous la courbe de la
fonction k, entre O et 1.

La fonction k, étant affine par morceaux, ce domaine est un triangle. Ses sommets sont
les points de coordonnées : (0;k (0))=(0;0), (t;k (t))=(t;t(1-t)) et

(1;k (1)) =(1;0). On en déduit immédiatement son aire :

%xlxt(l—t)zét(l—t)
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On peut bien sr retrouver ce résultat par le calcul :

h(t) =

K (t, x)dx

Ot ¢ O

1
(1—t)xdx+It(1—x)dx
t tZI.
:(1—t)dex+tj(1—x)dx
0 t
t 1

=(1—t)Fx2} +t[x—lx2}

2 0 2 t
=(1—t)x%(t2—02)+tx(1—%x12—t+%xt2]
1 1
=Et2(1—t)+5t(1—2t+t2)
1, 1 2
=—t°(1-t)+=t(1-t
Lot Ly

=%t(1—t)[t+(1—t)]

=%t(1—t)

Finalement :

Vte[O;l],h(t)=_l[K(t,x)dx=%t(1—t)

2. On a, par définition :

vte[0;1],5(t) =J:kt (x)s(x)dx ='|'kt (x)sin(27zx)dx

0

Comme a la question précédente, la relation de Chasles nous permet d’écrire alors :

(7253
—~

—
~

Il

k. (x)sin(27zx)dx

k, (x)sin(27zx)dx+:fkt (x)sin(27x)dx

Il
e+ Ot ¢ O —

(1—t)xsin(27zx)dx+:[t(1— x)sin(27x)dx

(l—t)j([xsin(Z;zx)dxHj(l— x)sin(27x)dx
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t
Considérons la premiére intégrale : J'xsin (27x)dx.
0

Considérons, sur I’intervalle [0 : t] , la fonction u: x+— x de dérivée la fonction u': x =1
, continue sur I’intervalle [O : t] .
Considérons ensuite sur Iintervalle [0;t], la fonction v': x > sin(27x) continue sur cet

. N . 1
intervalle et y admettant pour primitive la fonction v: x i~ —2—cos(27rx) :
T

Une intégration par partie nous donne alors :

;[xsin(Zyzx)dx:;[u(x)v'(x)dx

= [u(x)v(x)]; —ju '(x)v(x)dx

0

= [—Zixcos(wrx)}t — j.1><£—2iXCOS(27Z'X)j dx

T 0 % T

t
= —%tCOS(Zﬂt)—(WJ%—%!COS(ZﬂX)dX

__1 cos(2xt) +i[isin (27zx)}t

2r 2r| 2w 0
1 1 . .
=——1t 21t 2rt)—
> cos 7z)+(2”)2 [sm( t) W]
1 .
=——tcos(2xt)+ sin (2t
—toos(2zt) 2] (27t)

1
Nous procédons de fagon similaire avec I’intégrale : I(l— x)sin(27zx)dx.
t

On considére, sur I'intervalle [t ;1] , la fonction u: x — 1—x de dérivée la fonction
u': X — —1, continue sur I’intervalle [t ;1] .

Considérons ensuite sur I’intervalle [t ;1] , la fonction v': X = sin (27rx) continue sur cet

. N . 1
intervalle et y admettant pour primitive la fonction v: X —2—cos(2nx) .
T
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Une intégration par partie nous donne alors :
1

j(l—x)sin (2zx)dx = tju(x v'(x)dx

I
1
<
—_
>
N
<
/—\
R
I_l
"—;
/—\
=
<

x)v(x)dx
=[—2i(1 x)cos (27X I

1

'—.

(—— xcos ( ZﬂX)) dx

7 t
= L 1— 5(27x1) —(—ix(l—t)XCOS(Zﬂ'Xt)j—ijCOS(ZﬁX)dX
27 27
1
:i(l—t)cos(Z;zt)—i{isin 27X }
27 27| 27

21”(1 t)cos(2zt)— [W sin 27Z'><t:|

=iﬂ(1—t)cos(27rt) ﬁsm(zm)

Onaalors:

t
S(t)=(1-t jxsm 27X dx+tj 1-x)sin(27zx)dx

0
1 1 1 .
=(1-t) {——tcos 27t) +——sin(2xt }t{— (1-t)cos(2zt)+——sin(2xt)
27 27 27)
- t(l t)
0s(27t) 2sm (27t)+ 5(2xt) >sin(2zt)
T
- t+tsm(2 t)
- (2n)
—LSIH(Zﬂt)
(27)
1
= s(t
vte[0:1],5(t) sin(27t) =~ s(t)
T (27
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3. Soit g un fonction dans E.

On a, par définition :

G(t)

k. (x)g(x)dx

Ct— O —

k. (x)g (x)dx+jkt (x)g(x)dx

(1—t)_|'xg (x)dx+tj'(1—x)g(x)dx

0

4(0)=( —O)M+Oxl‘(1—x)g(x)dx=o

En particulier :

Et:

On a bien :

4. Soit f une fonction dans E.
On a, pour tout réel t dans I’intervalle [0;1] :

f(t)=(1-1)

x f (x)dx+tj(1—x) f (x)dx

- (1-1)

Ct— + O —

X f (x)dx—tj(l—x) f (x)dx

t
La fonction t jx f (x)dx est la primitive sur I’intervalle [0;1] s’annulant en 0 de la
0

t
fonction t+—t f (t). Ainsi la fonction t — (1—t)jx f (x)dx est dérivable sur I’intervalle
0

[0 ;1] comme produit de deux fonctions dérivables sur cet intervalle.
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t
La fonction t I(l— x) f (x)dx est la primitive sur I"intervalle [0;1] s’annulant en 1 de
1

t
la fonction t+— (1-t) f (t). Ainsi, la fonction t - tj(l— x) f (x)dx est dérivable sur
1

I’intervalle [0 ; 1] comme produit de deux fonctions dérivables sur cet intervalle.
En définitive, la fonction f est dérivable sur I’intervalle [0;1] comme différence de deux
fonctions dérivables sur cet intervalle et pour tout t dans [0;1] ona:

fr(t)= —1xjx f(x)dx+(1-t)tf (t)—1><j(1—x) f(x)dx—t(1-t) f(t)

=_jx f(X)dx+ tL=tF() - [ (1-x) f (x)dx -t (161 FTT)

0

- —

t t

:-J'x f (x)dx—j(l—x) f(x)dx

0 1

D’apres ce qui précéde, on établit immédiatement la dérivabilité de f ' etil vient, pour
tout réel t dans Iintervalle [0;1] :

fr(t)=—tf(t)=(1-t) F (t) = SLHT) - f (t)+ LIT) = F (1)

Finalement :

Toute fonction f de E est deux fois dérivable sur I’intervalle [0 : 1] etona:
.i:\ n - _ f

Remarque : puisque f est deux fois dérivable elle est, en particulier, continue.

Puisqu’elle s’annule en 0 et en 1 (question 3), on en déduit finalement que f appartient
encore a E.

5. Puisque la fonction g est un élément de E, on a, d’apres la question précédente : g =—§".
L’équation différentielle se récrit donc :

froge f'=—§"o f+§"=0<(f+§)"=0

On en déduit alors que la fonction (f +§)" est constante sur I’intervalle [0;1] :

Vte[o;l],(f +Q)'(t)=c
ou C est une constante réelle.

On en déduitalors : Vte[0;1],(f +§)(t)=Ct+k ot C et k sont deux constantes réelles.
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Finalement :
vte[0;1], f(t)=—§(t)+Ct+k

On cherche les solutions appartenant a E. On veut donc : f (0) = f (1) =0. Mais comme g
est dans E, on aussi, d’apres la question 3: §(0)=§(1)=0.Onaalors :

e f(0)=0=-§(0)+Cx0+k=0<k=0.

e Puis: f(1)=0e—§(1)+Cx1=0=C=0.

En définitive, ona: Vte[0;1], f (t)=—-§(t), clest-a-dire: f =—§.

L’équation différentielle f"=g admet une unique solutiondansE: f =-¢.

Partie V. ... et pour construire une suite.

. Pour tout entier naturel n, on a :

Yo = Xy
(1%
=t[1-(1-t) Xy, |
=t[1-(1-t)y, ]

vneN,y,, =t[1-(1-t)y,]

Ona: y,-B=a(¥,-B)e Yeu=a(y,-B)+f=ay,+B(1-a).
Or, d’apreés la question précédente, on a :

Vo =t[1-(1-t)y, | =-t(1-t)y, +t

Par identification, on en déduit: o =-t(1-t) et f(1-a)=t.
A partir de la deuxieme égalité, il vient :

t
—t?2+t+1

B(l-a)=te p(l+t(l-t))=te p=

(on a facilement —t* +t+1> 0 sur I'intervalle ]0;1].)
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Finalement :

t
Pour ¢ =-t(1-t) et f=————,0na:
(-tet s —t?+t+1

vte]oi1, v, - B=a(y,-A)

2. Drapres la question précédente, la suite (y, — /) est une suite géométrique de raison « .
On a facilement : (y,) converge < (y,— /) converge.
Etudier la convergence de la suite (yn — /) revient a étudier la valeur de o = -t (1—t) :
Pour ce faire, étudions la fonction t — —t(1—t) sur I’intervalle ]0;1[ .
Elle y est dérivable en tant que fonction polyndme et sa dérivée est la fonction t — 2t -1

. . o 1 1 . .
qui est strictement negative sur :|O ; E|: , S’annule en E et est strictement positive sur

E ; 1{ On en déduit que la fonction t — —t(1—t) admet un minimum global en %
1

2 4
Par ailleurs, on a facilement : leﬂg [—t (1—t):| = |XI[H [—t (1—t):| =0.

x>0 x<1

On déduit de ce qui précede que la fonction t — —t(1—t) prend ses valeurs dans

Pour t:l, ona: —t(1-t) =—1(1—1j =
2 2

I’intervalle {—%;O[. Finalement : « e{—%;o{.
Ainsi, comme |a| <1, on en déduit que la suite (y, — 3) est convergente et de limite nulle.
On en déduit immédiatement que la suite (y, ) converge et que sa limite est égale & 5.

t

La suite convergeet limy =———.
(yn) 9 n—>+ooyn —t?+t+1

3. On procéde comme dans les questions précédentes :
Ly = Xy(na1)
=(1-t) Xy
=(1-t)t[1-%,]
=(1-t)t(1-z,)
On acette fois : z,,, =(1-t)t(1-z,)=—(1-t)tz, +(1-t)t.

t(1-t)

D’ou, en procédant encore par identification : « =t (1—t) et g =il
—t°+t+
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La valeur de « a celle obtenue a la question précédente, on en déduit cette fois que la

suite (z, — /) converge vers 0. La suite (z,) est donc convergente et sa limite vaut
t(1-t)

el

p=

_ _ t(1-t)
La suit t S T2l
asite (2,) converge et lim 2,=—5 "

4. Raisonnons par I’absurde en supposant que la suite (x,) converge et notons L sa limite.
Dans ces conditions, les suites (y, ) et (z,) sont également convergentes et admettent
également L pour limite.

. . t(1-t
Onadonc: limy, =+= lim z, =¥:
R+ —t+t+1 o -t +t+1
TR t t(1-t) _ ,
Mais I’équation admet pour solution t=0 dans R et n’admet

2 t4l t24t+l
donc pas de solution dans I’intervalle ]0 ; 1[ . On aboutit ainsi a une contradiction.

La suite (x,) n’est pas convergente.
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