Soit P un polynéme dont le reste dans la division euclidienne par
X2 +1 vaut 2X —2 et dont le reste dans la division euclidienne par

X2-1 vaut -4X .

Quel est le reste de la division euclidienne de P par X4 -1 ?

Analyse

On pose tranquillement les divisions euclidiennes de P par X?+1, X*—1et X* 1. Le reste

de la troisieme peut alors étre obtenue en choisissant des valeurs judicieuses pour

I’indéterminée.

Résolution

La division euclidienne de P par X*+1 s’écrit :

P(X)=A(X)x(X?+1)+2X -2

La division euclidienne de P par X* -1 s’écrit :

P(X)=B(X)x(X*-1)-4X

Enfin, la division euclidienne de P par X* -1 s’écrit :
P(X)=Q(X)x(X*-1)+aX®+bX’+cX +d
=Q(X)x(X?+1)x(X?-1)+aX®+bX’ +cX +d

ou a, b, c et d sont 4 coefficients réels a déterminer.

On utilise la premiére division euclidienne en donnant a I’indéterminée les valeurs i et —i qui

annulent le diviseur X2 +1 :

P(1) = A(T)( 1) r2i-2=2i-2

P(=i)= A(=i)x((~i)* +1)-2i—2=2i -2
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En utilisant alors la troisieme division euclidienne, on obtient :
P(i)=Q(i)x(i*+1)x(i* ~1)+ai’ +bi* +ci+d =—ai—b+ci+d
=0
P (i) =Q(=1)x((=i)" +1)x((i)* ~1)+a(~i)" +b(-i) +c(~i) +d =ai-b-ci+d

[\ —
=0

On obtient ainsi un premier couple d’équations :
—ai—-b+ci+d=2i-2
ai—b-ci+d=-2i-2

On procede de fagon similaire avec la seconde division euclidienne en donnant a
I’indéterminée les valeurs 1 et —1 qui annulent le diviseur X +1 :
P(1)=B(1)x(1"-1)-4x1=-4
=0

P(-1)= |3(—1)><((—1)2 —1)—4><(—1) =4

En utilisant alors la troisieme division euclidienne, on obtient :
P(1)=Q(1)x (¥ +1)x(L ~1)+axL®+bx1*+cxl+d =a+b+c+d
=0

P(<1) =Q(-1)x((-2)" +1)x((-1)° 1)+ ax (1) +bx(-1) +cx(-1)+d =—a+b-c+d

|
=0

On obtient ainsi un deuxieme couple d’équations :

a+b+c+d=-4
-a+b-c+d=4

En définitive, il convient de résoudre le systéme :
—ai—-b+ci+d=2i-2
ai—b-ci+d=-2i-2
a+b+c+d=-4

L

-a+b-c+d=4
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Ona:
—ai-b+ci+d=2i-2 (L)
ai-b-ci+d=-2i-2 (L)
a+b+c+d=-4 (L)
(L)

—-a+b-c+d=4

—2b+2d=-4 (L)+(L,) b—d=2 a=-3

—2ai+2ci=4i (L)-(L) a-c=-2 |b=1
= = =

2b+2d =0 (L)+(L,) b+d=0 c=-1

2a+2c=-8 (L) atc=-4 [d=-1

Finalement, le reste de la division euclidienne de P par X* -1 s’écrit : —=3X°*+ X? - X —1.

Résultat final

Si les restes des divisions euclidiennes d’un polyndme P par X2 +1 et X*—1 valent
respectivement 2X —2 et —4X alors le reste de la division euclidienne de P par X* -1 vaut :

-3X¥+ X?-X-1
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