PanaMaths

- Variables aléatoires a densité

Variable aléatoire a densité

Variable aléatoire réelle continue

Soit X une variable aléatoire réelle.

On dit que « X est une variable aléatoire réelle continue » si elle prend toutes les valeurs d’un
intervalle non vide | de R.

Définition

Soit X une variable aléatoire réelle continue prenant ses valeurs dans I’intervalle I.

On dit que « X est une variable aléatoire réelle & densité » s’il existe une fonction réelle f de la
variable réelle telle que :

e La fonction f est continue sur I.

» Lafonction f est positive sur I (Vxel, f(x)>0).

o [f(x)dx=1.

On dit alors que « la fonction f est une densité de probabilité » et que « X est une variable
aléatoire réelle de densité de probabilité f » (ou que « X est une variable aléatoire réelle de
densité f » ou bien encore que « la loi de probabilité de X admet pour densité f »).

Remarque sur I"écriture jf(x)dx ;
I

b
e Sil=[a;b], I f (x)dx =.[ f (x)dx. Il s’agit de I"intégrale dite « définie » vue dans le
| a

cours sur I’intégration.

o Sil=[a;+u, '!'f(x)dx=[ .J.w[f(X)dxztl_i)TO“f(x)dx.
e Si I:]—oo;a],jf(x)dx= j f(x)dx=tllr_rlaf(x)dx.
| Jo:a] t

a t
o Sil=R, [f(x)dx=[f(x)dx=lim [f(x)dx+lim [f(x)dx (e étantun réel
| a

t—o—0 —>+0
R t

quelconque).
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Autre remarque : la continuité de f est une condition forte qui garantit que pour tout segment

b
[a ; b] dans I’intervalle I, I’intégrale J' f (x)dx existe. En fait, il existe des densités non
a

continues partout sur I.

Propriété fondamentale

Si X est une variable aléatoire réelle de densité f sur I’intervalle 1 alors pour tous réels a et b
dansl(a<b)ona:

P(a<X<b)=P(X<[a;b])=[ f(x)dx

Conséquences (calculs de probabilités)

Soit X une variable aléatoire réelle continue de densité f sur I’intervalle I.

Pour tous réelsaetb (a<b)del,ona:
e p(X=a)=0;
e p(X>a)=p(X=a);

. p(a<X<b):p(a<Xsb)=p(asX<b)=p(asXsb):jlf(x)dx.

Remarque : si J et K sont deux intervalles disjoints inclus dans l alorsona J(1K =& et donc
P(J N K) =0. La premiére des conséquences ci-dessus nous permet de comprendre que la

réciprogue est fausse ! En effet, si on considére dans | les intervalles J=[a;b] et K=[b;c]
(avec a<b<c),ona[a;b]N[b;c]={b} =@ mais P(X[a;b]N[b;c])=P(X=b)=0.

Espérance

Soit X une variable aléatoire réelle de densité f sur I’intervalle I.

On appelle « espérance de X », notée E(X), le réel (sous réserve d’existence de I’intégrale) :

E(X):Jl.x f (x)dx
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Trois exemples de lois a densité

La loi uniforme sur [a : b]

Définition

On dit que « la variable aléatoire X suit la loi uniforme sur I’intervalle [a ; b] » si elle admet
une densité constante f sur cet intervalle. La fonction f est alors définie par :
f:[a;b] >R
1

X —
b-a

b
Remarque : la valeur de la constante est obtenue grace a I’égalité : j f(x)dx=1.
a

Espérance

Si X est une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur I’intervalle [a ; b] alors elle admet
une espérance E(X) qui vaut :
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La loi exponentielle

La loi exponentielle de paramétre A >0 est la loi de probabilité continue de densité f définie
sur R, par:

f(t)=2e"

Remarque : cette loi est classiquement utilisée pour modéliser des durées de vie (par exemple
d’un atome radioactif avant sa désintégration, d’un appareil avant sa premiére panne, ...).
D’ou la notation « t » faisant référence a un temps.

Probabilités

Soit T une variable aléatoire réelle suivant la loi exponentielle de paramétre 4.
Pour tous réels positifsaetb (a<b),ona:

P (T ela; b]) = J': Aedt=e " —g P
P(T>a)=P(T>a)=[ Je"dt=¢”

P(T<a)=P(T<a)=[" 2edt=1-¢"

Propriété fondamentale

Soit T est une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de paramétre 4.

On a, pour tous réels positifstets :
P (T >t+s)=P(T >5s)

T est dite « sans mémoire » ou « sans Vvieillissement ».

Si nous interprétons T comme un temps, I’égalité B (T >t+s)=P(T >s) signifie que le

fait d’atteindre au moins I’instant t + s, sachant que I’instant t a été atteint, ne dépend pas de t.
En d’autres termes, la probabilité que « la durée de vie » soit au moins égale a s, ne dépend
pas de I’instant déja atteint.
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Espérance

Soit T est une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de paramétre 4.

E(T):%

Courbes représentatives

Nous fournissons ci-dessous quelques courbes représentatives de densités de lois

exponentielles obtenues pour diverses valeurs du paramétre 4 (2, 1, % et %).

1.75 f? (I) _ 26721

Quelques densites de lois exponentielles.

1.25

Remarque : pour toute valeur strictement positive du paramétre 4, ona:

f(0)=4 et lim f(t)=lim(4e*)=0

t—>+o0 t—>+0

.panamaths.net




Variables aléatoires réelles a densité

La loi normale

Variable aléatoire centrée réduite

On dit que « la variable aléatoire réelle X est centrée » si son espérance est nulle.
On dit que « la variable aléatoire réelle X est réduite » si son écart type est égal a 1.

On dit que « la variable aléatoire réelle X est centrée réduite » si son espérance est nulle et son
écart type égal a 1.

La loi normale centrée réduite

La loi normale centre réduite, notée « _#7(0;1) », est la loi de probabilité continue de densité
f définie sur R par :

Nous fournissons ci-dessous la courbe représentative de la fonction f.

0.5

-0.1

Cette courbe, célébre, est dite « courbe en cloche ».
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Espérance et écart type

Si X est une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite alors :
E(X):O et oy =1

Exemple de calcul de probabilité

On suppose que la variable aléatoire T suit la loi normale centrée réduite.
On cherche p(-0,5<T <2).

Graphiquement, cette probabilité est égale a I’aire sous la courbe de la densité f sur
I’intervalle [-0,5; 2] (voir la figure ci-dessous).

A I’aide d’un tableur ou de la calculatrice, on obtient :
p(—0,5£T < 2) =0,668 712

0.5

0,
A L'aire de la zone grisée correspond a :

21
P(-0,5<T<2) :/

1,2
e > dx =~ 0,668 712
—05 V2w

0.3
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Des valeurs utiles

On retiendra les valeurs suivantes d’usage fréquent :

1 1.
p(—1<T31)=jie 2" dx = 0,683 = 68,3%
IN2m
2 1 1.
p(-2<T <2)=[—=e ? dx=0,955=95,5%
SN2
3 1.

p(_3<T<3):ITe 2" dx = 0,997 =99, 7%

Dans d’autres situations trés courantes (cf. par exemple en statistiques, la notion d’intervalle
de confiance), on impose plutét la valeur de la probabilité : 0,95 dans bien des cas. Avec des

bornes arrondies au centiéme, on obtient alors pour I"intervalle de T : [-1,96;1,96] . Ceci

signifie que 95% des realisations de la variable aléatoire T appartiennent a I’intervalle
[-1,96;1,96].

Propriétés

La fonction f étant paire, on a :

0 1, 1
p(TsO)zj'%ezxdx— j—ez dx=0,5
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Pour tout réel t: p(T <—t)=p(T >t)
etilenrésulte : p(T <—t)=1-p(T <t)

La loi normale /V*(,u;az)

Définition

On dit que « la variable aléatoire réelle X suit la loi normale f(,u ; 02) » (avec o >0) si, et

=
(o)

suit la loi normale centrée

seulement si, la variable aléatoire centrée réduite X* =

réduite ./"(0;1).

Remarque : on admet aussi I’écriture /" (x; 0').

Espérance et écart type

L’espérance et I’écart type de la loi normale .7~ (,u ; 0'2) valent respectivement x et o.
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Densité (hors programme)

Si X est une variable aléatoire suivant la loi normale /(,u ; 02) alors elle admet une densité
f définie sur R définie par :

Remarque : la courbe représentative de la fonction f est symétrique par rapport a la droite
d’équation x =y .

0.31

Probabilités remarquables

Si X est une variable aléatoire suivant la loi normale /(,u ; 02) alors :

p(,u—USXS,u+0):0,68
P(u—20<X<u+20)=0,95
p(,u—3O'SX£,u+3O')=0,997
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Dans le cas d’une loi normale, I’écart type o permet ainsi de « mesurer » simplement la
dispersion des valeurs prises par la variable aléatoire autour de I’espérance .

T=H
Quelles que soient les valeurs de peto,ona:
1 _lez—py2 : uto
flz) = e ) i / f(z)dz ~ 0,68
V2T X o i Jus ’
' 1+20
| / flx)de = 0,95
! n—20
i u+3c
/ f(z)dz =~ 0,997
Jp—30
i R
w— 30 f#*QU Hw—o 20! pw+o u+205 1+ 30! x
40
Go

Effet de I’écart type

Pour une variable aléatoire X suivant la loi normale ,///(,u ; o—z) la densité f admet un
1

2z xo’

Ainsi, la valeur de ce maximum est-elle d’autant plus élevée que I’écart type o est faible.
De méme, la longueur de I’intervalle [,u—30' ; ,u+30'] , a savoir 6o, est également faible.
Dans cette « premiére » situation qualitative, on peut dire que I’espérance de la loi est

porteuse d’information puisque I’essentiel des réalisations de la variable X sera proche de
cette espérance.

maximum global pour x = etona: f(u)=

A contrario, si la valeur de I’écart type est élevée, le maximum f (,u) sera faible mais la

longueur de I"intervalle [ —30 ; u+30], sera élevée.

Dans cette deuxiéme situation qualitative, I’essentiel des réalisations de X se trouve dans un
« grand » intervalle et I’espérance n’est pas porteuse d’une information significative.
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Nous fournissons ci-dessous quatre densités de lois normales de méme espérance x pour
diverses valeurs de I’écart type o . La courbe est d’autant plus aplatie que o est élevé.

=

Le théoreme de Moivre-Laplace

Théoréeme

Soit p un réel dans I"intervalle ]0;1[.

Pour tout entier naturel n non nul, on considere une variable aléatoire X, suivant la loi de
Bernoulli de paramétresnetp : B(n; p).

Rappelons que I'ona: E(X,)=np et o, =/np(1-p).

Z —np

Jnp(1-p) '

La variable aléatoire centrée réduite associée a X, estdonc: X =

On a, pour tout intervalle | de R :

N—-+o0 \/ﬁ

lim P(X, e |)=jie;tzdt
|

On dit que « la suite (Xn) converge en loi » vers la loi normale centrée réduite.
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Une utilisation du théoreme de Moivre-Laplace (hors programme)

Principe

Dans la pratique, le théoréme de Moivre-Laplace permet d’approcher les calculs de
probabilités menés sur une variable aléatoire X suivant une loi binomiale de parametres n et p,
n étant « grand » (voir plus loin) par des calculs menés sur une variable aléatoire suivant la loi

normale _#”(np; np(1-p)).

Condition d’application

En régle générale, on utilisera I’approximation dés lors que la condition np(1-p)>10. Cette
condition garantit que n est suffisamment grand, en particulier lorsque p est proche de 0 ou 1.

Exemples

Soit X une variable aléatoire suivant la loi binomiale de parametres p=0,2 et n=280.
On cherche P(X =12) et P(X>20).

Ona: np(1-p)=80x0,2x(1-0,2)=16x0,8=12,8>10.
On va donc approcher X par une variable aléatoire Y suivant la loi normale /f/‘(16 ; 12,8).

On approche P(X =12) par P(11,5<Y <12,5).
A I’aide d’une calculatrice ou d’un tableur (par exemple), on obtient :
P(X =12)=0,063 447
P (11, 5<Y < 12,5) =0,059734

En reprenant la démarche précédente, on a, en tenant compte de P(X >20)=1-P(X <19) :
P(X<19)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)+..+P(X=19)
=P(Y<0,5)+P(0,5<Y <15)+P(L5<Y <2,5)+..+P(18,5<Y <19,5)
=P(Y <19,5)

On va donc approcher P(X >20)=1-P(X <19) par 1-P(Y <19,5)=P(Y >19,5).
P(X >20)=1-P(X <19)=0,163414
1-P(Y <19,5)=P(Y >19,5)=0,163 968
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