PanaMaths

- Variables aléatoires a densité

Variable aléatoire a densité

Variable aléatoire réelle continue

Soit X une variable aléatoire réelle.

On dit que « X est une variable aléatoire réelle continue » si elle prend toutes les valeurs d’un
intervalle non vide | de R.

Définition

Soit X une variable aléatoire réelle continue prenant ses valeurs dans I’intervalle I.

On dit que « X est une variable aléatoire réelle & densité » s’il existe une fonction réelle f de la
variable réelle telle que :

e La fonction f est continue sur I.

» Lafonction f est positive sur I (Vxel, f(x)>0).

o [f(x)dx=1.

On dit alors que « la fonction f est une densité de probabilité » et que « X est une variable
aléatoire réelle de densité de probabilité f » (ou que « X est une variable aléatoire réelle de
densité f » ou bien encore que « la loi de probabilité de X admet pour densité f »).

Remarque sur I"écriture jf(x)dx ;
I

b
e Sil=[a;b], I f (x)dx =.[ f (x)dx. Il s’agit de I"intégrale dite « définie » vue dans le
| a

cours d’intégration.

o Sil=[a;+u, '!'f(x)dx=[ .J.w[f(X)dxztl_i)TO“f(x)dx.
e Si I:]—oo;a],jf(x)dx= j f(x)dx=tllr_rlaf(x)dx.
| Jo:a] t

a t
o Sil=R, [f(x)dx=[f(x)dx=lim [f(x)dx+lim [f(x)dx (e étantun réel
| a

t—o—0 —>+0
R t

quelconque).
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Variables aléatoires réelles a densité

Propriété fondamentale

Si X est une variable aléatoire réelle de densité f sur I’intervalle | alors pour tous réels a et b
dansl(a<b)ona:

P(a<X<b)=P(X<[a;b])=[f(x)dx

De la définition d’une densité et de la propriété fondamentale précédente, il découle :

Conséquences (calculs de probabilités)

Soit X une variable aléatoire réelle continue de densité f sur I’intervalle I.

Pour tous réelsaetb (a<b)del,ona:
e p(X=a)=0;
e p(X>a)=p(X=a);

. p(a<X<b):p(a<Xsb)=p(asX<b)=p(asXsb):jlf(x)dx.

\Y

Remarque : si J et K sont deux intervalles disjoints inclus dans | alorsona J(NK =& et donc
P(JNK)=0. La premiére des conséquences ci-dessus nous permet de comprendre que la

réciprogue est fausse ! En effet, si on considére dans | les intervalles J=[a;b] et K=[b;c]
(avec a<b<c),ona[a;b]N[b;c]={b} =@ mais P(X[a;b]N[b;c])=P(X=b)=0.

Espérance

Soit X une variable aléatoire réelle de densité f sur I’intervalle I.

On appelle « espérance de X », notée E(X) , le réel (sous réserve d’existence de I’intégrale) :

E(X):!x f (x)dx
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Variables aléatoires réelles a densité

Deux exemples de lois a densite

La loi uniforme sur [a : b]

Définition

On dit que « la variable aléatoire X suit la loi uniforme sur I’intervalle [a ; b] » si elle admet
une densité constante f sur cet intervalle. La fonction f est alors définie par :
f:[a;b] >R
1

X —
b-a

b
Remarque : la valeur de la constante est obtenue grace a I’égalité : j f(x)dx=1.
a

Espérance

Si X est une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur I’intervalle [a ; b] alors elle admet

une espérance E(X) qui vaut :
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Variables aléatoires réelles a densité

La loi normale

La loi normale centrée réduite

La loi normale centre réduite, notée « _#7(0;1) », est la loi de probabilité continue de densité
f définie sur R par :

Nous fournissons ci-dessous la courbe représentative de la fonction f.

0.5

-0.11

Cette courbe, célebre, est dite « courbe en cloche ».
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Variables aléatoires réelles a densité

Espérance et écart type

Si X est une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite alors :
E(X)=0 et oy =1

Exemple de calcul de probabilité

On suppose que la variable aléatoire T suit la loi normale centrée réduite.
On cherche p(-0,5<T <2).

Graphiquement, cette probabilité est égale a I’aire sous la courbe de la densité f sur
I’intervalle [-0,5; 2] (voir la figure ci-dessous).

A I’aide d’un tableur ou de la calculatrice, on obtient :
p(—0,5£T < 2) =0,668 712

0.51

0,
A L'aire de la zone grisée correspond a :

21
P(—0,5<T<2) :/

12
e ™ dx ~ 0,668 712
05 V2T

0.3 1
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Variables aléatoires réelles a densité

Des valeurs utiles
On retiendra les valeurs suivantes d’usage fréquent :

1 e

e 2 dx=0,683=68,3%

12

2

R
——e 2 dx=0,955=95,5%
27

1

1
"
2

dx =0,997 =99, 7%

Dans d’autres situations trés courantes (cf. par exemple en statistiques, la notion d’intervalle
de confiance), on impose plut6t la valeur de la probabilité : 0,95 dans bien des cas. Avec des

bornes arrondies au centiéme, on obtient alors pour I"intervalle de T : [-1,96;1,96] . Ceci

signifie que 95% des realisations de la variable aléatoire T appartiennent a I’intervalle
[-1,96;1,96].

Propriétés

La fonction f étant paire, on a :

0 1, +0 _1e
p(T m):j%ezx dx=p(T zo):j%e 2" dx=0,5
ey 0
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Variables aléatoires réelles a densité

Pour tout réel t: p(T <—t)=p(T >t)
etilenrésulte : p(T <—t)=1-p(T <t)

La loi normale ,,//’(,u ; 0'2)

Définition

On dit que « la variable aléatoire réelle X suit la loi normale /V“(u ; 02) » (avec o>0) si, et

X—p
(o)

seulement si, la variable aléatoire centrée réduite X* = suit la loi normale centrée

réduite ./"(0;1).

Remarque : on admet aussi I’écriture ./~ (/l ; 0').

Espérance et écart type

L’espérance et I’écart type de la loi normale .7~ (,u ; az) valent respectivement u et o.
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Variables aléatoires réelles a densité

Densité (hors programme)

Si X est une variable aléatoire suivant la loi normale /(,u ; 02) alors elle admet une densité
f définie sur R définie par :

Remarque : la courbe représentative de la fonction f est symétrique par rapport a la droite
d’équation x =y .

0.31

Probabilités remarquables

Si X est une variable aléatoire suivant la loi normale /(,u ; 02) alors :

p(,u—USXS,u+0):0,68
P(u—20<X<u+20)=0,95
p(,u—3O'SX£,u+3O')=0,997
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Variables aléatoires réelles a densité

Dans le cas d’une loi normale, I’écart type o permet ainsi de « mesurer » simplement la
dispersion des valeurs prises par la variable aléatoire autour de I’espérance .

T=H
Quelles que soient les valeurs de peto,ona:
1 _lez—py2 : uto
flz) = e ) i / f(z)dz ~ 0,68
V2T X o i Jus ’
' 1+20
| / flx)de = 0,95
! n—20
i u+3c
/ f(z)dz =~ 0,997
Jp—30
i R
w— 30 f#*QU Hw—o 20! pw+o u+205 1+ 30! x
40
Go

Effet de I’écart type

Pour une variable aléatoire X suivant la loi normale ,///(,u ; o—z) la densité f admet un
1

2z xo’

Ainsi, la valeur de ce maximum est-elle d’autant plus élevée que I’écart type o est faible.
De méme, la longueur de I’intervalle [,u—30' ; ,u+30'] , a savoir 6o, est également faible.
Dans cette « premiére » situation qualitative, on peut dire que I’espérance de la loi est

porteuse d’information puisque I’essentiel des réalisations de la variable X sera proche de
cette espérance.

maximum global pour x = etona: f(u)=

A contrario, si la valeur de I’écart type est élevée, le maximum f (,u) sera faible mais la

longueur de I"intervalle [ —30 ; u+30], sera élevée.

Dans cette deuxiéme situation qualitative, I’essentiel des réalisations de X se trouve dans un
« grand » intervalle et I’espérance n’est pas porteuse d’une information significative.
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Nous fournissons ci-dessous quatre densités de lois normales de méme espérance x pour
diverses valeurs de I’écart type o . La courbe est d’autant plus aplatie que o est élevé.
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