PanaMaths

- Les fonctions exponentielles

Cette synthése est conforme au nouveau programme de mathématiques de la classe de
Terminale ES applicable a la rentrée 2012 : les fonctions exponentielles sont présentées en
s’appuyant sur les suites géométriques de raisons strictement positives. Il est donc important,
dans une large mesure, de bien maitriser le chapitre relatif aux suites geométriques.

Généralités

Définition-théoreme

Soit g un réel strictement positif.

Il existe une unique fonction f vérifiant :
e Lafonction f est définie sur R .
e La fonction f est dérivable sur IR .

n

e Pour tout entier naturel n : f(n)=q .

e Pourtousréelsxety: f(x+y)="f(x)xf(y) (E)

La fonction f est appelée « fonction exponentielle de base g » et pour tout réel x, on écrit :
f(x)=a"

Remarques :

© La courbe représentative de la fonction f passant par tous les points de coordonnées
(n ; q”) , ont dit qu’elle est « un prolongement continu » de cet ensemble de points (voir

I’exemple donné page suivante).

® Pour n=0, I’égalit¢ f(n)=q" donne f(0)=1, égalité valable pour toute fonction
exponentielle.

© L’égalité (E) est appelée « équation fonctionnelle ».

@ En tenant compte de I’écriture « f (x)=q" », I’égalité (E) se récrit: g =q*xq”.

On retrouve ainsi formellement la propriété fondamentale du calcul sur les puissances. Mais
dans le cadre des fonctions exponentielles, « I’exposant » peut prendre n’importe quelle
valeur réelle.

© L’égalité (E) se généralise a n réels quelconques :

qx1+x2+...+x" _ qx1 quz X...qu"



www.panamaths.net
Les fonctions exponentielles

y=1,4"

Ci-dessus, nous avons fourni la courbe représentative de la fonction x - 1,4” ainsi que les
points de coordonnées (n i1, 4”) pour n entier naturel inférieur ou égal a 8.

Propriétés algébriques découlant directement de la définition

e VxeR,g*>0

. VXER,q"X:iX
q
. VXeR,‘v’yeR,q—yqu‘y
q

e VXxeR, VneZ, (qx)nzq”X

e VxeR, qu\/q7X
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Sens de variation des fonctions exponentielles

Le résultat suivant est a rapprocher de celui relatif aux suites géométriques de raisons
strictement positives.

Soit f la fonction exponentielle de base g.

e Sige]0;1[, lafonction f est strictement décroissante sur R .

e Si g=1, lafonction f est constante sur R (elle prend la valeur 1 pour toute valeur de x).
e Si g>1, lafonction f est strictement croissante sur R .

Nous fournissons ci-dessous quelques courbes représentatives de fonctions exponentielles
pour quelques valeurs de q.
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La fonction exponentielle

Définition-théoreme

Il existe une unique fonction exponentielle admettant 1 pour nombre dérivé en x=0.

Il s’agit de la fonction exponentielle de base e avec e = 2,718 28.

Cette fonction est notée « exp » et est appelée, lorsqu’aucune confusion n’est a craindre,
« fonction exponentielle » ou « exponentielle ».

Remarque : comme e >1, il découle immediatement de ce qui précéde que la fonction
exponentielle est strictement croissante sur R .

Propriétés algébriques

On retrouve bien sdr les propriétés mentionnées plus haut mais on adapte I’écriture :

e VXxeR, e*>0

e VxelR,e"'=—

e VxeR, VyeR, —=¢e""
e

e VXxeR, VneZ, (ex)nze’1x

X
e Vxel, 92:\/87

Dérivée

On a le résultat remarquable suivant :

La fonction exponentielle est dérivable sur R et sa dérivée est égale a elle-méme :
vxeR, (exp)'(x)=exp(x)

Remarque : comme la fonction exponentielle (en tant que dérivée d’elle-méme) prend des
valeurs strictement positives, on retrouve le fait que la fonction exponentielle est strictement
croissante sur R .
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Courbe représentative

L allure de la courbe représentative Z,, de la fonction exponentielle est bien sir a connaitre
(cf. la figure ci-dessous). On retiendra (ou on saura trés rapidement retrouver) les éléments
suivants :

e A(0:l)eg

exp

» Latangente a #,, au point A(0:1) admet pour équation réduite : y = x+1 (cette

droite est donc parallele a la premiére bissectrice).
e Latangente a Z,, au point B(l: e) admet pour équation réduite : y =ex (cette droite

passe donc par I’origine du repére).

y=cxp(x) =e

y=x+1
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Composée de I’exponentielle et d’une fonction dérivable
Dans ce qui suit, f est une fonction dérivable sur un intervalle I.

Dérivée

La fonction composee exp o f est dérivable sur I’intervalle l eton a:

vxel, (expo f)'(x):(ef)'(x)z f(x)xe™

On retiendra (ef )': f'xel.

Primitives

La fonction f'x(expo f) estintégrable sur Iintervalle | et ses primitives sont les fonctions
définies par :

x>e'™ic
ou C est une constante réelle quelconque.
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