
PanaMaths [1-3] Septembre 2008 

Synthèse de cours PanaMaths (CPGE) 
 Sommes directes de sous-espaces vectoriels 

 
 
Dans ce document, K  désigne un corps commutatif. 
 

Généralités 
 
Somme d’une famille finie de sous-espaces vectoriels 
 
 
Soit E un espace vectoriel sur le corps K . 
Soit ( )1 2,  ,  ...,  nE E E  une famille finie de sous-espaces vectoriels de E. 
On appelle « somme des sous-espaces vectoriels » Ei l’ensemble : 
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C’est un sous-espace vectoriel de E. Plus précisément, il s’agit de l’espace vectoriel engendré 
par 1 2 ... nE E E∪ ∪ ∪ . 
 

Si tout élément x de la somme 
1
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i
i

E
=
∑  se décompose de façon unique en 1 2 ... nx x x+ + +  (avec, 

pour tout i, i ix E∈ ) on dit que la somme est « directe » et on la note alors : 
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Deux caractérisations 
 
 
Soit E un espace vectoriel sur le corps K . 
Soit ( )1 2,  ,  ...,  nE E E  une famille finie de sous-espaces vectoriels de E. 
On a : 
 

( )1 2 1 211 11

,  ,  ...,  ,  0 ... 0
nn nn

i i n i i E n Eii ii

E E x x x E x x x x
=

= ==

⎧ ⎫
= ⊕ ⇔ ∀ ∈ = ⇒ = = = =⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ ∑∏  

 
 



PanaMaths [2-3] Septembre 2008 

Remarque : cette caractérisation peut servir de définition. Dans ce cas, on établit que la 
somme est directe si, et seulement si, tout vecteur de la somme se décompose de façon unique 
en une somme de vecteurs de la forme 1 2 ... nx x x+ + + . 
 
 
Soit E un espace vectoriel sur le corps K . 
Soit ( )1 2,  ,  ...,  nE E E  une famille finie de sous-espaces vectoriels de E. 
On a : 
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Remarques. Cas de deux sous-espaces vectoriels E1 et E2. 
 
1. La caractérisation précédente s’écrit : 

 
{ }1 2 1 2 1 2 0EE E E E E E+ = ⊕ ⇔ ∩ =  

 
2. Si on a 1 2E E E⊕ =  alors les sous-espaces E1 et E2 sont dits « supplémentaires ». 
 
 

Cas de la dimension finie 
 
Dans cette partie, on suppose que l’espace vectoriel E est de dimension finie. 
 
Théorème 
 
 
Soit E un espace vectoriel sur le corps K . On note d sa dimension. 
Soit ( )1 2,  ,  ...,  nE E E  une famille finie de sous-espaces vectoriels de E de dimensions 
respectives d1, d2, … dn. 
Soit ( )11 11 12 1, ,..., de e e=B , ( )22 21 22 2, ,..., de e e=B , …, ( )1 2, ,...,

nn n n nde e e=B  des bases de 

1 2,  ,  ...,  nE E E  respectivement. 

Alors la famille ( )1 211 12 1 21 22 2 1 2,  ,  ...,  ,  ,  ,  ...,  ,  ...,  ,  ,  ...,  
nd d n n nde e e e e e e e e=B  est une famille 

génératrice de la somme 1 2 ... nE E E+ + + . 
 

De surcroît, la famille B  est libre si, et seulement si, la somme 
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∑  est directe. 

 
 

Remarque : si on a 
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E E

=
= ⊕ , on dit alors que B  est une « base adaptée à la décomposition de 

E en 
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Du théorème précédent on tire les corollaires : 
 
 
• ( )1 2 1 2dim ... dim dim ... dimn nE E E E E E⊕ ⊕ ⊕ = + + +  ; 

• ( )1 2 1 2dim ... dim dim ... dimn nE E E E E E+ + + ≤ + + + . Plus précisément dans le cas de 

deux sous-espaces vectoriels : ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 1 2dim dim dim dimE E E E E E+ = + − ∩  ; 

• ( )1 2 1 2 11
dim ... dim dim ... dim

n n

n n i iii
E E E E E E E E

=
=

+ + + = + + + ⇔ =⊕∑  ; 

• Tout sous-espace vectoriel de E possède un supplémentaire. 
 
 
 

Somme directe et application linéaire 
 
Théorème 
 
 
Soit E et F deux espaces vectoriels sur le corps K . 

Soit ( )1 2,  ,  ...,  nE E E  une famille finie de sous-espaces vectoriels de E tels que 
1

n

ii
E E

=
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Soit 1 2,  ,  ...,  nϕ ϕ ϕ  n applications linéaires de, respectivement E1 dans F, E2 dans F, …, En 
dans F. 
Alors il existe une seule application linéaire ϕ  telle que pour tout i dans { }1,  2,  ...,  n  la 
restriction de ϕ  à iE  soit égale à iϕ . 
 
 


