PanaMaths

-> Les integrales et la formule de Wallis

Introduction

John Wallis (Ashford 1616 — Oxford 1703) est un mathématicien anglais. Son éducation fut

d’abord religieuse (il sera ordonné prétre en 1640) mais a partir de quinze ans, il étudia, avec
talent, les mathématiques et, plus généralement, les sciences. A partir de 1649, il exercera la

fonction de professeur a I’université d’Oxford et ce, jusqu’a sa mort.

Il est I’un des membres fondateurs de la fameuse Royal Society (1663).

On lui doit le symbole « oo » pour désigner une quantité infinie (la hiérarchie des infinis ne
sera étudiée qu’au 19eme siecle).

Le 17°™ siécle, en particulier grace & Cavalieri, verra la théorie de I’intégration se construire
progressivement. Les motivations sont principalement le calcul d’aires et de volumes, les
difficultés principales, la définition et I’utilisation correctes d’infiniment petits. Wallis y
apportera une contribution significative et préparera ainsi I’avenement du calcul infinitésimal
de Newton.

Calcul des valeurs exactes

Définition-théoreme

Pour tout entier naturel n, on appelle « intégrale de Wallis » I’intégrale définie suivante :

W, = Ecos" (t)dt= Esin” (t)dt

Pour établir I’égalité des deux intégrales, il suffit de considérer le changement de variable
bijectif ¢ de I’intervalle {o : %J dans lui-méme défini par :
QU gp(u):%—u =t

En tenant compte de dt = ¢'(u)du =—du, on obtient :

ﬁ n 0 n 72- ﬁ n 72-
Iozcos (t)dtzjlgcos (E—uj(—du)zj'ozcos (E—ujdu
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Comme : cos[%—ujzsin(u), ona: cos" [%—ujzsin”(u) puis
[Zcos"(t)dt = [ 2sin" (u)du..

L’égalité est ainsi établie.

Calculs des premiers termes
On a facilement :

T

W, :jfcos(’ (t)dt:jfl.dt:jfdt:%—oz :

W, = IO% cos' (t)dt = _[Ogcos(t) dt =[sin (t)]og =sin (%) —sin(0)=1

T
W =2 W, =1

Une relation de récurrence
Soit n un entier naturel. Ona:
W, = J.OE cos™? (t)dt = J'OE cos? (t)cos" (t)dt = J'OE [1-sin® (t) ]cos" (t)dt
= _[fcos“ (t)dt—.[fsin2 (t)cos" (t)dt

=W, —J.fsin(t)xsin(t)cos“ (t)dt

Pour calculer la deuxieme intégrale, nous allons procéder a une intégration par parties.

La fonction sinus est dérivable sur R et donc sur I’intervalle {0 ; %} . Sa dérivée, la fonction

cosinus est continue sur R et donc sur I’intervalle {O ; %} .
La fonction t > sin(t)cos" (t) est continue sur R comme produit de deux fonctions

continues sur cet intervalle. Elle est donc continue sur I’intervalle {O ; %} . Elle y admet pour

primitive la fonction : t > —Llcos”+l (t).

n+
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L’intégration par parties donne alors :

fin()sin(tos (= in 0 om0

n+1

- J'O% cos(t)x (—Ll cos™ (t)] dt

n+

= _ﬁ[sin (%) cos"* (%) —sin(0)cos™* (0)]

v L (2052 (t)dt

n+1-o
=—i(1><0—0><1)+iWn+2
n+1 n+1
1
n+l "?
D’ou:
z . . 1
W, =W —|2sin(t)xsin(t)cos" (t)dt =W ———W
n+2 n J-O ( ) ( ) ( ) n n+1 n+2
Onen tire: LWM2 +W ., =W_, soit HLZWn+2 =W, et, finalement: W_, =n—+1Wn .
n+1 n+1 n+2
vneN,w_, ="y
n+2
Expression de la valeur exacte
Soit n un entier pair: n=2p.
D’apreés la relation précédente, on a :
2p-1
2p Zz—pwzp-z
_ 2p—1x 2p-3

2p 2p-2

=Mx£x...x—w2
2p 2p-2 4

_2p-1 2p-3 .3
2p 2p-2 4

2p 2p-2

PanaMaths [3-10] Juillet 2012




www.panamaths.net
Les intégrales et la formule de Wallis

Onaalors :
2p-1 2p-3 XEXEZ ZpX(Zp—Qx(Zp—Z)xmx3x2xl
2p  2p-2 4 2 [2px(2p-2)x(2p-4)..x4x2x1]
_ (2p)!
[2px2(p—”xZ(p—Z)HXZxZXZXQZ
_ (2p)!
[2pxpx(p—1)x(p—2)"x2xir
_ (2p)!
2% x( p!)’

Finalement :
(2p)! =

X —

WZp:22p><(p!)2 2

Soit maintenant n un entier impair: n=2p+1.

En procédant de facon analogue a ce qui vient d’étre fait, on obtient :

2p
2p+1 Zm 2p-1
_2p X2p—2

S 2p+l 2p-1 *P°

2p ng:ngXEWS
2p+1 2p-1 5
__2%p 2p-2 4.2
2p+1 2p-1 5
2p 2p-2

X ———— X, X—x—x1

“2p+l 2p-1 5 3

Onaalors:

2p_,2p-2,
2p+1 2p-1

4 2 [2px2(p-1)x2(p—2)x..x2x2x2x1]
X—X—=
5 3 (2p+ﬂx2px(2p—Qx(Zp—Z)"x5x4x3x2
[2pxpx(p—4)x(p—2)nx2xir
(2p+1)!

_2%(pY’

(2p+1)!
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Finalement :

_20(pY’
7 (2p+1)!

! 20 (1Y
- (Zp).zzeth +1=2 (p)
2%° (pl)” 2 " (2p+1)!

Comportement asymptotique
La suite (W,) est & termes strictement positifs

. . .. y: T .
La fonction cosinus prend des valeurs positives sur I’intervalle [O ; E} ; la fonction x — X"
prend des valeurs positives sur IR, . On en déduit ainsi que la composée x - cos" (x) prend

des valeurs positives sur I’intervalle {0 ; %} .

s T .. z . z .
Comme {O;Z} c[O;E}, il vient alors : W, :Lz cos" (t)dt zj04 cos" (t)dt.

1 . ]
Comme on a cos(t)Z— sur I’intervalle {0;%} et comme la fonction x+— x" est

V2
croissante sur IR, pour tout entier naturel n, ona: cos" (t)z(ij =in et donc
) )
J'Zcos”(t)dtzj'Xindtziantzinxzz Z_>0.0naainsi [ #cos"(t)dt>0.
0 o N nJo noq n.o 0
22 22 22 22

Par ailleurs, on vient de voir que I'ona: Vvne NJW, > LZ cos" (t)dt. Il vient donc :

vneN,W, > J'OXcos" (t)dt>0

Finalement :

vneN,W, >0
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Monotonie de la suite (W,)

Comme on s’intéresse a la monotonie de la suite (Wn ) on peut tirer parti de la linéarité de
I’intégrale. Pour tout entier naturel n, on a:

W,.; =W, = [ 2cos™ (t)dt - | 2 cos" (t)dt
_ 2 n+l n
—Ioz[cos (t)—cos (t)] dt
= _[02 cos" (t)[ cos(t)—1]dt
On a vu précédemment que la fonction t ~ cos" (t) prenait des valeurs positives sur
I’intervalle [0 : %} . Parailleurs, ona: VteR,-1<cos(t)<1 et donc

VteR,-2<cos(t)-1<0. Ainsi, la fonction t - cos" (t)[cos(t) —1] prend des valeurs

négatives sur I’intervalle [0 ; %} et on en déduit immédiatement :

J.O%cos” (t)[cos(t)—l] dt<0

Soit: W, —W_<0 eton conclut :

La suite (W, ) est décroissante.

Limite du rapport V%

n

La suite (W, ) est décroissante, pour tout entier n supérieur ou égal 82, ona:

W, <W, , <W, ,

Or, on a vu précédemment que la suite (W, ) était une suite & termes strictement positifs. On
en déduit, en divisant par W, :
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D’apreés la relation de récurrence obtenue plus haut, on peut écrire, pour tout entier n supérieur
ouégala?2:

Soit : Vh:i.
W n-1

n

La double inégalité obtenue précédemment se récrit alors :

1sW”-1 < N
, n-1
.n .n e Lo
Comme lim —— = lim — =1, on en déduit immédiatement (théoréeme des gendarmes) :
no+o =1 no+e
W
lim =L =1
Nn—-+o0 Wn

Une belle égalité

Les expressions exactes de W, , et W, , obtenues a la fin de la partie précédente présentes de

fortes similitudes (comparer Ie numérateur de I’une avec le dénominateur de I’autre ...). On
est ainsi conduit a considérer le produit W, W, .

Sinestpairnonnul: n=2p (p=0),0na:
W, W, =W, W,

222“"”(( DY) (2p)!
(2(p-D+)r 22 (ply

2727 ((p-1)Y) (2p)!
(2p-1)1.2" (p!)’

2° ((p-1)1) 2p (2p<T]1
2 !DZM

z
2

z
2
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On procede de facon tout a fait similaire avec n impair: n=2p+1.0na:

W, W, =W, W, .,
(2p)! = 27(p )

27 (p)f 2 (2p+1)
(2070 27 (prf
ﬂw (2p+1)x (200

lel

On a donc, finalement :

YneN* W, W, =

Un équivalent en +oo

Pour tout entier naturel n non nul, on a, d’aprés la question précédente :

i = an—lwn — an2 X%
2 W

i
o 2_ 2
Soit: nW, W
Wn
. . W,
Mais on a vu que I’on avait : nIlrp W =1. On en déduit alors :
r
lim nW? = 2 _2_7
n—+o0 n—>+ooW 1 2
Wn
2
Soit : =1,
n—+wo I

2n
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La fonction racine carrée étant continue en 1, on en tire : lim = \/i =1.
n
2 w
Comme W, >0,0na: L= Clim —==1.
i 1 n—+w 1
2n 2n 2n
im W =1,s0it W, ~ z
n—>+oo\/7 +00 2n
2n
La formule de Wallis
Rappelons que I’'on a :
204l 2p XE Xﬂxgxl et W2 E ﬂ “.X_xlxz
p2p+12p1 5 3 P 2p " 2p-2 2
On en déduit :
2p ><72p_2><...><£xE
W2p+1= 2p+1 2p-1 5 3
WZp MXZp_Sx...xéxéxz
2p 2p-2 4 2 2
[pr 2p-— 2) (Zp 4)><...><4><2]2 2
= x_
(2p+1)x(2p—1)° x(2p-3) x..x5*xF x1l 7
[2px(2p—2)x(2p-4)x..x4x2] 2

“[(2p+1)x(2p-1)[x[(2p-1)x(2p-3) [x..x[5x3]x[3x1] 7
[2px(2p—2)x(2p—4)x...x4x2]

“[(2p+D)x(2p-1)]x[((2p-2)+1)x((2p—2)-1) [x..x[(2+1)x(2-1)]
P )2 2

[H 2k-1) 2k+1)}<;
Akt ) 2

[1,:!4k2—1} s

2
X_
V4
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W, L o 4k? .
Comme lim —22% =1, on en déduit finalement : lim 7 soit:
p

p—>-+o sz = 4k* -1 2

SN

+00 2 +00
72'2ZXH#ZZXH(Z—kxz—kj:ZXEXEXEX—XQXEX§X§X...
ko 4k -1 e \2k-1 2k+1 1 3355 7 709

Cette formule est encore appelée « produit de Wallis ».

Remarques :

e Wallis est le premier a avoir écrit 7 sous la forme d’un produit infini de nombres
rationnels.

e Laconvergence est trés lente (essayez !) et cette formule, aussi esthétique soit-elle,
n’est pas utile pour le calcul effectif et efficace des décimales de 7.

e On peut, toujours a partir des intégrales de Wallis et en arrangeant différemment les
facteurs dans les expressions de W, et W, _,, obtenir des variantes de la formule de

Wallis.
Par exemple :

p+1?

N
[\
o
IS
[op]
o
oo
[o¢]

T=2X—X—X—X—X—X—X—X—X...

1 3 355 7 79
2 4 4 6 6 8 8
=4X—X—X—X—X—X—X—X...
3355779
= 2k 2k +2
=4
XH(ZkHX 2k+1)
4T (2k +1)_1><(2k +1)+1
o 2k+1 2k +1
+o0 2_
:4XHM
k=1 (2k+1)




