REREWEGS

Formules de Taylor

Dans ce document, on adopte la convention d’écriture : f(© (a)=f(a).

Formule locale : le développement de Taylor-Young

Soit f une application d’un intervalle I dans R (ou, plus généralement, dans un espace
vectoriel normé E). Soit a un élément de I.

Si f est n fois dérivable en a, alors il existe un intervalle J = ]a—a : a+a[ inclus dans | tel
que pour toutx de J\{a} ona:

f(x)="f(a)+f '(a)x(x—a)+%x f "(a)x(x—a)2+...+%>< f(a)x(x-a)" +o{(x—a)”}

_y1, f(k)(a)x(x—a)k +o[(x—a)”}

o k!

Remarque : o[(x—a)”}=(x—a)”xg(x) avec lime(x)=0 ou lime(x) =0 dans le cas ou f

est a valeur dans un espace vectoriel normé E.

Formules globales

Inégalite de Taylor-Lagrange

Soit f une application d’un intervalle | = [a ; b] dans un espace vectoriel normeé E et soit n un
entier naturel non nul.

Si fest de classe 2" sur | et si la dérivée (™

(IM >0/VXE]a;b[,Hf(””)(x)Hs M), alorsona:

existe et est majorée sur |a ; b[

Hf (b)-f(a)-f '(a)x(b—a)—%x f'(a)x(b-a) —..
: =Hf(b)—zn:%xf(k)(a)x(b—a)k

e f"(a)x(b-a)"

< (b—a)™

M
(n+1)!
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Formule de Taylor-Lagrange

Dans le cas ou I’espace vectoriel normé E est R, on peut préciser le résultat précédent. C’est
la formule de Taylor-Lagrange.

Soit f une application d’un intervalle 1 =[a;b] dans R .

Sifestde classe Z" surletsi ™ existe sur Ja;b[, alors il existe un réel c dans ]a; b[ tel

que :

f(b)=F(a)+ '(a)(b-a)+x F"(a)<(b-a) +..

x(b—a)""x ™ (c)

1 "1
+me (a)x(b—a)+(n+l)!

Formule de Taylor avec reste intégral

Toujours dans le cas ou E =R et en ayant des hypothéses plus fortes sur f, on va pouvoir
écrire le reste sous forme d’une intégrale.

Soit f une application d’un intervalle 1 =[a;b] dans R.

Si f est de classe Z ™ sur l alorsona:
f(b)=f(a)+ f '(a)x(b—a)+%x f(a)x(b-a)’ +..

l n n ; l n n+
+mxf()(a)x(b—a) +£n!(b—t) £ () dt

x £ (a)x(b-a) +

O e T

rT!(b—t)n £ (1) dt
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