PanaMaths

Propriétés métriques des arcs parametres
dans le plan

Dans ce document, le plan est associé au produit scalaire canonique de R? et & la norme
correspondante (norme euclidienne). On le rapporte alors a un repére orthonormal direct

(0:1,7).
Dans ce plan, on considére un arc paramétré " = (1, f ) régulier (on rappelle que la régularité
de I’arc " équivauta: vtel, f'(t)=0. Ainsi, en tout point M = f (t) de I, le vecteur

"(t .. X
A est un vecteur unitaire de la tangente a I').

[T

Abscisse curviligne
Définition

II sagit d’une primitive sur I de t | f'(t)].

ds

© )

Note : I’abscisse curviligne est un changement de paramétrage admissible de T". Il est dit

est unitaire.

dOM
« normal » car pour tout s, le vecteur g
s

Longueur d’un arc

Soit M, et M, deux points de I’arc T" de paramétres respectifs t, et t, et d’abscisse
curviligne correspondante s, =s(t,) et s, =s(t,). La longueur algébrique L(Mle) de la

partie de I’arc T" située entre les points M, et M, est donnée par :

f(t)]dt

(MM ) =5, -, =5(t)-s(t)= [ ds= [
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Repere de Frenet

On suppose dans cette partie que I’arc T" est représenté par un paramétrage normal s (par
exemple I’abscisse curviligne).

Pour tout point M d’abscisse curviligne s (M = M(s)), on définit le vecteur : T = doMm

= - = . . , T
le vecteur N comme I’image de T par la rotation vectorielle d’angle +E'

Le repére de Freneten M(s) est le repére (M(s) T, N).

En posant: ¢ = (T, 'T') (voir la figure ci-dessous), on a, dans le repére (O i, ]) :

- ( cos _ (—sin
T( _ q’j et N( q’]
sing CoS @
cosp —sing
singp cosg

On note ainsi que la matrice [ j n’est rien d’autre que la matrice de passage de

labase (i, ]) alabase (T, N).

Y

Remarque : de Coswz% et Singoz%, on tire :
dy dy
_ds _dy_at_V
tan(p_g_dx_%_x'
ds dt
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Courbure

Dans cette partie on suppose que I’arc T est représenté par un paramétrage normal s (par
exemple I’abscisse curviligne) et qu’il est au moins de classe #>.

Définitions

En notant c =c(s) la courbure, ona:

Onen tire :

Si le point M(s) est birégulier (< T et OL—T indépendants < c = 0) alors on peut définir le
S

rayon de courbure R(s) en M(s) par:

On appelle, en tout point M(s) birégulier, « cercle osculateur & I en M(s) » le cercle de
centre Q et de rayon R(s) ou le point Q est défini par :

Calcul en coordonnées cartésiennes

_ o
En notant M'(t)zdg—tM(t) et M"(t) = dd?zM (t) -

_ det(M'(t), M"(t))
o

c

Calcul en coordonnés polaires

L arc est ici défini par: r=r(6).

r2+2r2-2rr"
CcC=

3
(r2+r'2)2
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